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各σ∈△について，その双対錐体σv⊂ル1Rが
σv：＝｛z∈ハ4R；〈z，y＞≧0，∀び∈σ｝　　　　　　　　　　　　（2）
で定義される．これはMRのr次元の凸多面錐体となる．このときM∩σv
は有限生成の可換半群となるので，複素数体上の半群環C［ハf∩σv］はア
フィン環となり，その商体は群環C［M］の商体に等しい．扇△に対応す
るトーリック多様体Z（△）はアフィントーリック多様体Spec　C［M∩σ〉］
のすべてのσ∈△についての張り合わせとして定義される．Z（△）の関
数体はqM］の商体となり，瓦：＝Spec　C［」∫1がこれに作用する代数的
トーラスである．ただし，△が無限集合の場合はZ（△）は有限型でない
スキームとなるので，有限扇の場合に通常の代数多様体となる．
　ここまでは通常の記号の使い方であるが，1999年の城崎シンポジウム
で述べたように，扇を｛1｝の上に定義された変種のスキームと考え，対
応するトーリック多様体はその基底の変換と考えることもできる．扇だ
けでどれだけ代数幾何らしいことができるかに興味があるので，ここか
らは扇を多様体のような記号で表すことにする．すなわち，X＝△とす
れば，対応する複素数体上のトーリック多様体はXcとなる．扇の位相
も多様体の位相に合わせて次のように定義する．σ⊂Xが開集合とは，
σ∈σかっη一くσであればη∈σであることとする．これはσ＝ψで
あるか，またはσがXの部分扇であることと同値である。このとき，自
然な連続写像Xc→Xが存在する．
　さらに，扇の定義から錐体の有理性の条件を除いたものを実扇の定義
とする．区別するために，これまでの扇を有理扇と呼ぶこともある．講演
では扇または実扇についての永田のコンパクト化と，交叉コホモロジー
群を生成する交叉複体について述べたが，ここでは有理扇のコンパクト
化の準備の部分を中心に書くことにする．
　扇△について，その台幽を∪σ∈△σで定義する．△が完備とは有限
扇であって1△1＝1VRとなることをいう．有限扇Xについて，　Xが完備
であることとXcが完備代数多様体であることは同値である．また，　x
が完備扇叉に部分扇として含まれれば，Xcは叉cの開部分多様体であ
り，XcがXcの完備化の一つとなる．しかし，有限扇xに対して完備
扇Xを見つけることは…見簡単そうに思えるが，実は容易ではない．存
在すること自体は，隅広の同変完備化定理により対応するトーリック多
様体の方を完備化して，それに対応する完備扇をとるという方法で代数
幾何の側からわかる．ただし，当然この方法は有理扇の場合にしか使え
ない．有限扇の完備化の存在の直接証明についてはすでにエバルトによ
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るプレプリント｛E｝があるが，代数幾何と組合せ論との境界を確認する観
点から，永田による代数多様体の完備化の存在証明［Nll，［NMM，2．4］を
なぞる形での扇の完備化を試みた．
　永田による証明では代数多様体のザリスキ・り一マン空間とイデアル
を中心とした代数多様体のブローアップが重要な役割を果たす．したがっ
て，扇についてもザリスキ・リーマン空間とブローアップについていく
つかの基本的事項を以下で整理しておく．これらを用いて行う代数多様
体の完備化［NMM，2．4］の扇の場合への翻訳については
htrεP：／／w㌔醗．math．七◎hoku．ac．jp／～ishida／c◎mpact二ify．tex
に置くのでそちらを見て欲しい．代数多様体の完備化についてはドリー
ニュによる方法（［Cl参照）もあるが，これと扇の完備化との関係にっい
てはまだ考えていない，
　なお，扇や実扇の交叉複体については，講演で述べたように定式化は
出来ているが，肝心の実扇についての強レフシェッツ定理の類似は弱い形
でもまだ証明できていない．
1　扇のザリスキ・リーマン空間
　体五の部分環Rは条件
　（＊）任意の瓢∈κ＼RについてVz∈Rとなる．
を満たすとき付値環という．特に，R＝κも付値環である．
　κを商体とするネーターとは限らない局所環（R，m）、（丘’，mグ）がR⊂富
とm＝m’∩Rを満たすとき，宮がRを支配するといい1荏R’と書く．
　五を商体とする任意の局所環（君，m）に対して，これを支配するκの
付値環（R㌧m了）が存在する．（R，m）が代数多様体の局所環の場合，　R’は
点を選びながらRをブローアップして行った極限と考えられる．
　A・を任意の体とする．Xをんヒの代数多様体としKをその関数体と
する．1ζの付値環君がスキームとしてのXの点オの局所環0。を支配
するとき，Rはコじを支配するという．スキームXの点を支配するκの
付値環全体をZR（X）と書きXのザリスキ・リーマン空間という．また，
大を含む五の付値環全体をんの表記は省略してZR（K）と書く．
　次の定理は完備化の判定法としてよく知られている．
　定理1．1Xが完備であることとZR（X）＝ZR（K）であることは剛直
である．
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　ZR（X）の位相は次のように定義される（［NMM，2．4］参照）．
　双有理固有射X’→XとX’の閉集合γについてγの点を支配する
付値環全体をFとし，このようなF全体を閉集合の生成基とする．
　これは，次の集合を開集合の生成基とする位相と同じである．Bをん
上有限生成でκを商体とする整域，E（B）をβを含みZR（X）に属する
Kの付値環全体とする．このときE（B）全体の集合を生成基とする．
定理12（｛NMM，定理2．4，6｝〉任意の代数多様体XについてZR（X）
はコンパクトである．（ハウスドルフ性はないので準コンパクトというこ
ともある．）
　このことは永田による代数多様体の完備化に利用されている．
　トーリック多様体を定める有理扇についてのザリスキ・リーマン空間
の類似物を考える．この場合は体Kの代わりはNの双対加群M竺Z7
である．
　』∫に定義された関係≦が加法的前順序とは次の条件を満たすことと
する．
　（1）任意のエy∈A∫について」≦μまたは〃≦エが成り立っ．
　（2）z≦yかっッ≦zであれば」≦2となる．
　（3）ω≦ッであれば，任意のz∈Mについてlr＋z≦ッ＋zとなる．
　ここで，反対称律「1τ≦ッ，μ≦ぴならば：む＝明は条件に入れない．
　∬∫の加法的前順序念体の集合をZR（A∫）と書き，各u∈ZR（M）に対
応するMの前順序を≦，と書くことにする．み4，：＝ぴ∈M；◎≦，オ｝が
付値環に相当するもので，M．は任意の1～・∈湿＼U。に対して一遥∈W
を満たすMの部分半群となっている．
　任意の破，μ∈Mについて∬≦yとなる自明な前順序をη（M）と書く．
φハ∫：zR（λ∫）＼｛η（M）｝→（」VR＼｛0｝）／R＋
を次のように定義する．η∈ZR（M）＼｛η（ハ∫）｝に対して，　M．のMRで
の凸包を0．とおく．このとき閉包0。は閉半空間となるので，これを定
める（NR＼｛0｝V恥の元をφパのと定義する．
　S艮：＝（NR＼｛◎｝）／R←と定義する．　ZRいf）は次のような再帰的な構造
をもっている．王∈／VR＼｛◎｝に対して呈を3Nへの像とする．このとき，
φ㍊（τ）はZR（M＠））と自然に同一視できる．ここで，　MωRは超平面
ぴ＝O）に含まれるλ伝の最大の有理部分空間で，M＠）：＝M＠）R∩A∫
である．
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　0を強凸とは限らないNRの有理凸多面錐体とする．このとき，　Mの
有限個の元の，．．．己．により
o＝（ら≧o）∩…∩（ぱ・．≧o）
と書くことができる．ZR（M）の部分集合σ（0）を
↓／（C）：＝｛《戊∈ZR（AZ）；O≦7戸ガ，パ＝輻．＿，3｝
で定義し，このようなU（C）全体を開集合の生成基とする位相をZRぴ1∫）
に導入する．Uの有限部分集合全体は可算集合であるから，この位相が
第2可算公理を満たすごとがわかる．特に，ZR（M）の部分集合3がコ
ンパクトかどうかは，Sでの点列が常に3の点に収束する部分列をもっ
か否かで判定できる．
　ZR（λ∫）の中で反対称律を満たし順序となっている元全体をZRo（ハ∫）と
おく，Z品（』∫）は黒田が岡で考えたローラン多項式環の単項式全体に入
る乗法的順序全体の集合と本質的に同じものである．黒田は全く別の用
途のためこれを考えついている．
　命題1．3ZRo（M）はZR（M）の閉集合で，位相のZRo（M）への制限は
黒田により定義された位相［K］に等しい．
有限扇△のザリスキ・リーマン空間ZR（△）は
ZR（△〉・－Uぴ（ビ）
　　　　σ∈△
で定義する．
　定理1．4ZR（M）はコンパクトである．ただし，　r＞0ではZRい∫）は
ハウスドルフではない．また，任意の有限扇△についてZR（△）もコン
パクトである．
　証明　永田の手法［NMM，2．4］による証明を行う．各πL∈M＼｛0｝に対
してS8、：＝｛一］，0，1｝とおぐm，77〆∈M＼｛3｝があるλ〉◎でλm＝7～〆
となる場合m～m’と定義する．u∈ZR（M）とm∈M＼｛0｝に対して
τ1（η1）∈S；をη↓〈。0なら一1とし，m≦。0，0≦。mなら0，そして
◎＜己～なら1と定義する．ここで生く．μとはコリぴ，yであって㌢＜，ぱ1
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でないこととする．（）≦，mとなるmの集合で響∈ZR（M）は確定する
ので，τ，をぴ∫＼｛0｝）／～からSl；、への写像と考えて，埋め込み
ZRい∫）⊂H勇、
　　　　（ハ八｛⑪｝）／～
が得られる．S9、の弱い方の位相を開集合が⑳，｛0｝，｛0，ユ｝，｛－1、0、1｝で
あるとして定義する．｛？パu（η～）＝｛）．］｝の有限個のmについての
交わりがZR（A∫）の開集合の基を構成することから，　ZR（ハ∫）の位相は
n御｛。ぷ～S8、の直積位相の相対位相に等しいことがわかる．次に棚、に
離散位相を入れて，直積位相を考えるとチコノブの定理によりコンパク
トである．ZRい∫）はこの強い位相による直積空間の
w（τη）＝－10r（1（川’）＝－10rψη刊め＝0，］
と
　　　　　　　　　　㌘（m）＝o、10r～，（一η～）＝1
で定義される閉集合である．したがってZR（．u）は強い位相でコンパク
トで，したがって元の弱い位相でもコンパクトとなる．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証明終わり
　℃∈ZR（M）とする．～・≠爪M）であれば，ハ：＝φ、v（∋で定義され
る灯Rの超平面と掘の交わりをA∫］とし，～，の．1∫1への制限を～，ユと
する．以下，帰納的にぱ≠11（λ∫、）であれば」・，刊：＝φA1，ぴ∂で定義され
るぴ∫，）Rの超平面と脱、の交わりを、Uぷとし，ガ，の聾肩への制限を
～’，＋1と定義する．Mの階数はrであるから，　r以下のある非負整数8で
～㌧，二η（λ∫，）となる．この5をゼの階数とよぶ．η（λ∫）の階数はOとす
る．これは付値環の階数に相当するものである．
　’・≠ηぴ∫）の場合に，？1の最小の一般化〆∈ZR（λ∫）が順序を
エ≦、．μ⇔3・≦，ガまたはガ三～・∈M，　　　　　　（3）
とすることにより定義される．θの階数がsの場合，このような一般化
をs回行うとη（殉となる．
2　扇のブローアツプ
錐体はすべて有限個の元で生成された凸多面錐体とする．
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CをNRの錐体とする．　MRの部分集合Pが凸であって
搬∈∫λ〃∈0＞＝＝＞z十ツ（≡P　　　　　　　　（4）
を満たすときov凸と呼ぶことにする．
　MRの部分集合Sに対して
s＞：≡｛∂∈A了R：〈エ、9＞≧◎、∀コr∈s｝　　　　　　　（5）
とおく．
　有限個の元で生成されたr次元0＞凸集合Pに対して
Fall（P）：＝｛（・P－：りv；z∈P｝　　　　　　　　　　　　　（6）
は台がCに等しい有限実扇となる．Pがrより低い次元である場合に
もF漣（P）を同様に定義すると，これはCの強凸とは限らない錐体によ
る分割となっている．
　特別の場合として0≡NRとすると，　Pは有界な凸多面体となる．　P
の次元がrであればFa11（P）は完備である．このような実扇を射影的扇
と呼ぶ．Pが有理的であれば，　Fall（P）は射影的トーリック多様体を定義
する．
　πを有理的な錐体とする．全体ではない閉部分集合Y⊂F（π）を中心
とする有理扇F（π）のプロ～アップBIC（F（π））が格子Nに依存して次
のように定義される．
　5（π）：＝」汀∩πvとする．また，各σ∈F（σ）に対して5（π；σ）；＝
λノ∩πv∩σ⊥とおく．ここでσ⊥：＝ぴ∈MR；〈当め＝◎，吻∈σ｝であ
る．P（π．｝つを
　　　　　　　　　　　　5（π）＼Uδ（π；σ）　　　　　（7）
　　　　　　　　　　　　　　　σ∈y
の凸包とする．0¢Yであることから，これは空ではなく，有限生成の
π〉凸集合となる．このときBl鍬F（π））：＝Fal1（P（π，γ））はπを台とす
る有限扇となる．
　この細分に対応する対応するトーリック多様体の正則写像
　　　　　　　　　　　Blζ《（F（π））Cr－→F（π）c　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
は，被約な閉部分多様体γC⊂F（π）cの定義イデアルを中心としたプ
ローアップの正規化に等しい．
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　NRの有理扇X，γについて，各σ∈Xに対してσ⊂ρとなるρ∈Y
が存在する場合，トーリック多様体の双有理正則写像Xo→吃が存在す
る．このとき，扇についてもXはyに正則ということにする．さらに，
これは扇の双有理正則写像を定義していると考え∫：X→yのように書
く，∫は集合の写像としてはσ∈Xにσを含む最小の錐体ρ＝∫（σ）∈γ
を対応させるものである．
　一般に，MQの空でない有限部分集合で生成されるπゾ凸集合1）に対
して，Fall（P）はF（π）の有理的な細分で，対応するトーリック多様体の
正則写像は，次数環
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B：≡Φ［∬∫∩η1）］C　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
　　　　　　　　　　　　　　几＝0
についての自然な写像P司β→Slx｝ぐC［Mブ己Vlに等しい．ここで，
S⊂Mに対してScでC［ハ∫〕の部分ベクトル空間㊤m∈seピη）を表して
いる．また0．P＝π〉と考えている．
　Xが扇で各σ∈Xについて有限生成σ∨凸集合島が与えられている
とする．σ〈丁の関係がある場合に常に嬬＝万＋σ〉が成り立つとす
ると，
　　　　　　　　Fとぴ｛1㌔；σ∈x「｝）：＝UF川1（君）　　　　　但）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ∈．Y
は扇Xの細分となる．これはトー一リック多様本で考えると同変な分数イデ
アルによるブローアップの正規化に対応するので，扇の細分についても同
じようにいうことにする．すなわち，この条件を満たす∫）＝｛島；σ∈X｝
をXの多面分数イデアルといい，扇Fa域P）をXのこの多面分数イ
デアルによるブローアップという．さらに，各拮がσvに含まれてい
る場合にXの多面イデアルと呼ぶことにして，この場合，得られた扇
を多面イデアルによるブローアップという．多面イデアルPについて
｛σ∈x；島≠σv｝をPの台という，これは多様体ではイデアルで定義
される閉部分多様体の台に相当する．
◎多面分数イデアルの和と共通部分
　P＝｛万；σ∈X｝とQ＝｛（～．；σ∈X｝をXの多面分数イデアルと
する．各σについてミンコフスキー和巳＋〔2σを考えると，多面分数イ
デアルP＋Q：＝｛島＋Q．；σ∈X｝が得られる．ただし，これは整域
の分数イデアルでは積に近いものである．また，自明ではないが交わり
耳∩匂σも有限生成のσV凸集合なのでP∩（2：＝｛茸∩Q．；σ∈X｝も
多面分数イデアルとなる．
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有限扇X，X7について，
　　　　　　　　ノ（X，Xノ）ご｛σ∩τ；σ∈X，γ∈X’｝　　　　川）
とおく．」（X，X’）も有限扇でXとX’へ正則である．扇YがXとX’
へ正則であればノ（X，Xりへも正則となる．また，
　　　　　　　　ZR（」（X，　X’））＝ZR（X）∩ZR（Xノ）　　　　　　　（12）
が成り立っ。
命題2．1P，Qを有限扇Xの多面分数イデアルとすると
となる．
Fan（・P十Q）＝」（Fan（P），Fal1（Q））　　　　　　　　　　（］3）
多面分数イデアルPに対して，P－▲を各σ∈Xについて
　　　　　　　　　王㌃1・一｛灘d4t；P＋．てσ〉｝　　　　（14）
により定義する．1）　1も多面分数イデアルでP＋P－1はXの多面イデ
アルとなる．命題2．1によりF織（P十P－］）はFal1（P）の細分である．
◎部分扇の多面イデアルの最大延長
　Xを扇とし，Uをその空でない開部分集合すなわち部分扇とする．　P
をUの多面イデアルとすると，、酬U＝PとなるXの多面イデアルρ’
で最大のものが存在する．作り方は，各σ∈Xに対して
と定義すればよい．
已1二σv∩　∩　η　　　　　　　　（15）
　　　　　η∈F（σ）∩〃
◎準素多面イデアル分解
　σ∈Xとする．アフィン扇F（σ）の多面イデアルPが準素多面イデ
アルとは，σ〉＼巳がσ有界であることと定義する．ここで，部分集合
S（‡MRがσ有界とは，　Sが部分群σ⊥⊂MRの剰余類の和となってい
て，しかもSの実空間MR／σ」への像が有界であることと定義する．こ
のとき，任意のη∈F（σ）＼｛σ｝について島＝ηvとなる．これらは同値
なので，後者を準素多面イデアルの定義としてもよい．このようなPの
Xへの最大延長をσにおけるXの準素多面イデアルという．最大延長
を同じPで書けば，σ＜ρでなければ島二ρvである．すなわち，この
準素多面イデアルの台は｛σ｝の閉包に含まれる．
1］1
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　命題2．2Pを扇Xの多面イデアルで台をγとすると，各σ∈Xに
おける準素多面イデアルPσが存在して
　　　　　　　　　　　ρ一∩Pσ一∩Pσ　　　　　（16）
　　　　　　　　　　　　　σぐx　　　　σξγ
となる．なお，σ¢∬（ρ）なら㍗＝ρ〉であるから，この右辺はXが有
限扇でない場合も，各ρ∈Xについては有限個の有限生成ρ∨凸集合の
交わりとなる．
　命題2．2は，各σ∈Xについてσv＼㍗がσ有界な｛増；σ∈X｝が
とれて，各ρ∈Xについて
　　　　　　　　　　　　島一∩ピ　　　　　　（17）
　　　　　　　　　　　　　　　σ臼「（ρ）
成り立つことに等しい．吾の構成は低い次元の錐体から順に行う．γに
含まれないσについては増＝σvとする，F（σ）＼｛σ｝の各元ηについ
てηが決まっているとする．このとき，
　　　　　　　　　　　　島＼　∩　1ζ7　　　　　　　　（18）
　　　　　　　　　　　　　　η∈F（σ）＼｛σ｝
はσ有界となる．ひのσ有界な余次元1の面を（21，、．．，Q．とし，これ
らが糖，．＿．偽∈了VRとε1ジ．．、◇∈Rにより
　　　　　ひc（銃≧〔の，◎z＝・巳ヂ）（抗＃cづ　」＝1，＿．β　　　　G9）
と定義されているとする．このとき，ガ1，．．．、ロ．∈rel，　imσであり
　　　　　　　　　　　　　　　　お　　　　　　　　　　fζ・一σv∩∩（批≧c、）　　　　（20）
　　　　　　　　　　　　　　　｛二1
と定義すると条件を満たす．台に含まれないσ∈Xは（16）に関係して
いないので，最後の等式も成り立つ．
◎局所的ブローアップ
　PをXの多面イデアルとし，σをXの開部分集合とする．γをP
の台とすると多面準素イデアル分解により
　　　　　　　　　　　　　P－∩Pσ　　　　　　（21）
　　　　　　　　　　　　　　　σ∈Y
10
と書ける．各一Pσはσにおける多面準素イデアルである．ここで
P’一∩戸　　　　　　（22）
　　σ∈Y∩『ノ
とおけばP〆とPはσでは同じイデアルである．また，ρ∈Xがγ∩σ
の閉包に含まれなければ酩＝ρ〉である．したがって，ブローアップ
丘11（宕りはぴではブローアップFaΩ（P）と同じ細分で，　X＼Y∩ぴでは
ブローアップの影響を受けていない．
　（」⊂λ塩を有理凸多面体，すなわち有限で空でない有理点集合の凸包
とする．NRの任意の錐体σについて，　P（②。：＝QΨσ〉はσ〉凸集合
であるから，Fal1（P（（2）。）はF（σ）の細分となる．
　Xを扇とする．このとき，P（o，♪o：＝｛P（Q）σ：σ∈X｝はXの多面
分数イデアルとなる．したがって，Fan（P（Q　X））は扇でXの細分となっ
ている．Qがア次元の場合はF〆（～）は射影的扇であり，　FaD（P（（2．X））
はF壕ρ）とXの結合入F已1（○，X）に等しい．特に，　F織（P（Q，X））か
ら射影扇Fa麦≧（Q）へ正則写像をもつ．一般にはF翻（P（Q，　X））はXの多
面分数イデアルによるプロ～アップである．
　また，Fal1（P（Q，x）＋P（Q，　X戸）は多面イデアルによるブローアップ
でEm（P（（2，　X））の細分であり，特に射影扇Fall（②に正則写像をもっ．
なお，di正117＝／であれば（P（（～，　X）＋P（Q，X）－1じ＝7＞であることが
わかるので，多様体でいえばこのイデアルは余次元2以上の閉部分多様
体を定める．これは多面イデアルによるブローアップであるから，局所
的ブローアップが可能となる．
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